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Chapitre 1

Introduction aux équations de la mécanique
des fluides

références : Boyer, Fabrie Mathematical tools for the study of the incompressible Navier-Stokes
equations and related models

1.1 Echelles de description

Pour rappel, on distingue usuellement trois échelles de description pour un systeme de particules
en interaction :

— échelle microscopique — modeles de "dynamique moléculaire”;
— échelle mésoscopique — modeles cinétiques;
— macroscopique : mécanique des milieux continus

On s’intéresse dans ce cours a cette derniere échelle. Grosso modo, cette description macrosco-
pique est valide quand les longueurs caractéristiques du probleme sont grandes par rapport au libre
parcours moyen des particules/molécules. Dans ce cas, le mouvement des particules peut étre consi-
déré d’'un point de vue moyenné, c’est-a-dire qu'on va décrire 'état / la dynamique d’'un volume
élémentaire de fluide au travers des variables macroscopiques de : densité (masse contenue dans le
volumne élémentaire), notée dans la suite p = 0, et vitesse macroscopique (vitesse moyenne des par-
ticules dans ce volume élémentaire), notée dans la suite v (2 valeurs dans R?, d étant la dimension
d’espace).

Remarque : Au-dela de la vitesse v, et de la densité p, I’écoulement d'un fluide peut étre décrit
par d’autres variables : entropie, température, salinité, etc. Cependant, nous nous limiterons dans ce
cours aux variables de vitesse et densité.

1.2 Points de vue Eulérien et Lagrangien

On distingue usuellement deux points de vue pour décrire I’écoulement d'un fluide.

Point de vue Lagrangien Le point de vue Lagrangien consiste lui a suivre les "particules de fluides"
au cours du temps. Dans ce cadre, on introduit X(z; fo, @) la position a l'instant ¢ de la particule qui
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX EQUATIONS DE LA MECANIQUE DES FLUIDES

était en a a l'instant . Lapplication ¢ — X(f; ty, a) est appelée trajectoire de la particule de fluide
(aussi appelée caractéristique).
Vitesse et trajectoires sont liées par I’équation caractéristique :

0X(t;t0,a) .
—— = (6, X(500,a), (1.1)
X(tO; Io, a) = a.

Point de vue Eulérien C’est en général selon ce point de vue qu’'on exprime les équations de la
dynamique. On se place dans la position d’un observateur situé a 'instant ¢ a la position x € R% (d est
la dimension d’espace). La bonne notion de dérivée en temps pour la quantité f (¢, x) = f(t, X(t; ty, a))
est donnée par la dérivée matérielle :

Df ._of .
TEabTRaAIE (1.2)

Rappel : on a pour une fonction f (a valeurs scalaires ou vectorielles)

i 0
(v-V)f= v; f
i 0x;

Dit autrement, regarder la dérivée matérielle consiste a étudier les variations en temps le long des
trajectoires du fluide.

Théoreme de transport Soit Q, le volume occupé par le fluide a I'instant 0, on définit le flot ¢, tel
que 'ensemble Q; = ¢ () contient les mémes particules de fluides qu’a 'instant 0. Notons qu’on a
X(t;10,a) = (@7 (@)

On introduit I'opérateur de divergence, défini de maniere générale comme la trace de la matrice
Jacobienne.

— Ladivergence d'un champ g = (g1,...,84) € R? est ainsi donnée par :

d 0g;

. 8i

div(g):= ) ==L (1.3)
i:zlaxi

— On appelle divergence du tenseur G = (G;,);,; € R*4 ]e vecteur :

div(G) := =5 (1.4)
j; 0x;j

On introduit également le Jacobien du flot : J(¢,-) := det De(t, )
Proposition 1.1. Ona

d
—-J (6@ = (dive) (1, 9:(a).J (1, ). (1.5)

Démonstration. En utilisant 'équation caractéristique (1.1) et la formule de la différentielle d’'une
fonction composée, on a

d
ED(’”(“) =Dv(t,¢:(@).Dp(a),  VaeQy,

D(po =1d.
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D’autre part, on rappelle que :

det(A+ H) o det(A) + (det ATr(HA™) + o(H),

de sorte que, en utilisant une nouvelle fois la formule de différentiation d’'une fonction composée :

d
E](t’ a) = Tr(DU(t’(pt(a))-D(Pt(d)(D(pt(a))_l).](t’ Q)
= (divo) (£, ¢¢(@).J (L, @).

Théoreme 1.2 (Théoréeme de transport). — Pour toute fonction f € € LR, x R4R) ona:

d B g )
17 Qtf(t,x)dx—fﬂt((,jt +d1v(fv))(t,x) dx, (1.6)

— Pour toute fonction F € €' (R, x R%RY) ona:

d oF .
T QtF(t,x)dx—th (E+d1V(F® v))(t,x) dx, 1.7)

ot le produit tensoriel ® est donné par : (F® v); j:= F;v; pour tousi j € {l,...,d}.

Démonstration. On a tout d’abord par le changement de variable x = ¢;(a) :
f ft,x)dx= f f&a)l](t,a)lda,
Q, Qo

de sorte que

d d d
T Qtf(t,x)dX—fQOE(f(t,cpt(a)))ll(t,a)lda+f90f(t,qot(a))alf(t,a)lda

=fﬂ (fo(t,qot(a))+(v(t,qot(a))-V)f(t,wt(a)))ll(t,a)lda
0

Jta) d
U aidr 4

+[ f(t,pi(a)
Qo
=fﬂ (fo(t,qot(a))+(V(t,wt(a))-V)f(t,wt(a))

+ f(6,01(@)(dive) (1, @: (@) (1, @)l da,

Par changement de variable inverse, on en déduit que :

if f(t,x)dx:f (azf(t,x)+(v(t,x)-V)f(t,x)+f(t,x)(divv)(t,x))dx
dt Q; Q

t

:f (atf(t, X+ div(fv)(t,x))dx.

Q;

dans le cas ou f est a valeurs scalaires.
Dans le cas ou f est a valeurs vectorielles on utilise I'identité suivante :

diviuev)=Wivvr)u+ (v-Vu, (1.8)

pour tous champs vectoriels u, v. O
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1.3 Equations d’évolution, principes de conservation et lois de com-
portement

1.3.1 Equations bilans

Principe de conservation de la masse En supposant qu’il y a conservation globale de la matiere
dans le systeme, on a

df (t,x)dx=0
dt Qtp ) - Y

et ainsi par le théoreme de transport 1.2 :

9
f(—p+div(pv))(t,x)dx:0, V £>0.
Q; ot

Ceci étant vérifié pour tout élément Q;, on a I’équation locale de conservation de la masse (aussi
appelée équation de continuité) :

’6”0+div(pv):0 (1.9)

Bilan de quantité de mouvement On définit la quantité de mouvement totale dans I’élément de
fluide Q; :

p(t, x)v(t,x) dx.
Q;

Le Principe Fondamental de la Dynamique (2e loi de Newton) stipule que la variation en temps de
cette quantité de mouvement totale est égale a la somme des forces qui s’exercent sur cet élément de
fluide, c’est-a-dire la somme

— des forces volumiques, en notant f les (/1a densité des) forces extérieures s’appliquant sur I'é1é-
ment de fluide (e.g. 1a force gravité)

pfdx;
Qy

— et des forces surfaciques qui rendent comptent des forces exercées par les autres éléments
fluide de I’écoulement sur Q; :

f o(t,y).ndy, n = normale unit. sortante a la surface 0Q;,
Qy

o est appelé tenseur des contraintes de Cauchy (Cauchy stress tensor).

Par le théoreme de transport et le théoréme de divergence on a donc:

)

L'équation (locale) de la quantité de mouvement s’écrit

d(pv)

+div(pr® )

dx:f pfdx+f div(o)dx.
Q, Q,

lat(pv)+div(pv® v)—div(a):pf‘ (1.10)

1.3.2 Lois de comportement et lois d’état

Il reste a "fermer" le systeme formé par les deux équations bilans (1.9)-(1.10), en précisant la dé-
pendance de o vis-a-vis de nos deux inconnues p et v.



1.3. EQUATIONS D’EVOLUTION, PRINCIPES DE CONSERVATION ET LOIS DE COMPORTEMENT 7

Décomposition du tenseur des contraintes Tout d’abord, commencons par une propriété fonda-
mentale du tenseur des contraintes :

Proposition 1.3 (Thm 1.3.4 Boyer & Fabrie). Supposons que, p, v et f sont régulieres, alors le tenseur
des contraintes o est symétrique.

On décompose alors le tenseur o de la fagon suivante :

)

— la composante —pld représente les contraintes subies quand le fluide est au repos, i.e. quand
v =0. On appelle p = p(t, x) € Rla pression du fluide;

N

ou

— la composante S € My sy, (R) est appelée tenseur des contraintes visqueuses.

Loi d’état - Fluide barotrope On dit qu'un fluide est barotrope quand la pression est une fonction
de la seule densité :
p=P(p). (1.12)

Se donner une fonction P (via la thermodynamique), c’est se munir d'une loi d’état. On peut prendre
par exemple, la loi des gaz isentropiques : P(p) = ap’, avec a >0,y > 1.

Loi constitutive / de comportement du fluide - Hypothese de fluide Newtonien Se donner un loi
de comportement, c’est expliciter comment S est relié a la vitesse u et éventuellement aux autres
variables de densité, pression, température, etc.

On dit que le fluide est Newtonien si le tenseur des contraintes visqueuses S dépend linéairement de
D(v), D(v) étant défini comme la partie symétrique du gradient :

aussi appelé tenseur des taux de cisaillement (shear rate tensor).

Sous 'hypothese d'un fluide newtonien, on écrit le tenseur des contraintes visqueuses sous la
forme:

S =2uD(v) + Adivv Id (1.13)

Les deux coefficients u et A sont deux coefficents réels (qui pourraient, en toute généralité, aussi
dépendre de p, p, ou de la température) :

— p =0 estappelée viscosité de cisaillement (shear viscosity);

2
— 1+ 3 1 = 0 (ou parfois juste 1) est appelée viscosité de volume (bulk viscosity).

Exercice : vérifier les formules suivantes pour un champ v € R%

Tr(D(v) = Tr(Vv) =divy, (1.14)
div((Vv)") = V(divp), (1.15)
div(2D(v)) = Av+ V(divv), (1.16)
div((divv)1d) = V(div ), (1.17)

ol on définit le Laplacien par Av :=div(Vv).
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1.3.3 Conclusion - Systeme d’équations

On a obtenu le systéme d’équations suivantes sur les inconnues (p, v) :

0:p +di =0,
{ tp +div(pv) V>0, xeQcRY, (1.18)

0:(pv) +div(pv® v) + VP(p) —pAv—V((A + wdive) = pf,
appelé
2
— systeme de Navier-Stokes compressible quand u >0, A + 3 ©u=0;

— systeme d’Euler compressible quand p = A = 0 (fluide non-visqueux).

On complete finalement le systéme avec une condition initiale (po, (p )9 et des conditions au bord
du domaine Q.

Remarque : d'un point de vue mathématique, les équations d’Euler expriment des phénomenes
de transport et se rattachent donc a la classe des systemes hyperboliques, tandis que le systéme de
Navier-Stokes couple des phénomenes de transport et de diffusion (liée a la présence de viscosité).

1.4 Equations d’Euler et Navier-Stokes incompressibles

Proposition 1.4 (Définition régime incompressible). Un écoulement est dit incompressible si 'une de
ces propriétés suivantes équivalentes est satisfaite :

1. le volume de n'importe quel élément de fluide est constant au cours du temps;
2. le champ de vitesse v est a divergence nulle : divv =0;

3. la densité est constante le long des trajectoires.

Idée de la preuve. — 1 <= 2:on applique le théoréme de transport

d d
—|Q4 = — ldx = divv dx;
dtl tl dl’fgt X o, ivvdx

D
— 2 <= 3 on écrit le bilan de masse sous la forme D_Ft) = —pdiv.
0

Dans le régime incompressible, si la densité initiale a ¢ = 0 est constante, p°(x) = po > 0 alors,
comme p est constant le long des caractérisitques, on en déduit que p(t,x) = po pour tous t,x. Le
fluide est alors dit homogeéne.

Equations de Navier-Stokes incompressible homogene

divv =0,
{ (1.19)

oiv+(w-Viv+Vp—-vAv=f,
ol v > 0 est appelée viscosité cinématique, et la "pression" p (qui n’est plus une fonction de la den-

sité) est comprise comme un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’'incompressibilité
divv = 0.
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Remarque : On rappelle que 'équation de quantité de mouvement est une équation vectorielle,
onapourtoutientreletd:

da d
2
01vi+ ) VjOyvi+0x,p—V ), 0%, vi = fi-
j=1 =1

Equations d’Euler incompressible homogéne Dans le cas d’un fluide non-visqueux, incom-
pressible homogene (on dit parfois fluide parfait), on obtient le systeme

divv =0,
{ (1.20)

o;v+(v-ViYv+Vp=f.

Exercice : Montrer que pour une solution réguliere (v, p) de (1.19) on a le bilan local d’énergie
suivant

2 2
at(ﬁ) +div((ﬁ+p)v—v(Vu)'f.v)+vTr((vU)tvU):f-v. (1.21)
2 2 —_—

=|Vv|?
=energie cinétique loc.

1.5 Vorticité

La vorticité au sein de I’écoulement est définie comme suit :

(1.22)

— sid=2
ov, 0n
curlv:=VAav=—-—€R,
le Oxg

mais on peut également écrire w = V- - v ot1 V1 := (=0y,,0,,)";

— sid=3
61)3 6112
6x2 dxg
curlv:=VAv= vy _0vs eR’;
6)63 axl
6x1 0x2

Remarque : En francgais I'opérateur curl est appelé rot.

Pour comprendre cette notion, on peut considérer un fluide en rotation dont le champ de vitesse est
donné en coordonnées cylindriques par I'’équation v(r) = rQ A e, ot Q est la vitesse angulaire. On a
alors w = curlv = 2Q. Ainsi, la vorticité doit étre comprise comme la mesure de la vitesse angulaire

locale des particules de fluides.
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Exercice : on considére b un champ scalaire, A un champ vectoriel, vérifier les formules suivantes

curl(Vb) =0 (1.23)

div(curlA) =0 (1.24)

curl (bA) = b(curlA) + (Vh)A A (1.25)
1

(A-V)A= EVIAlz—A/\curlA (1.26)

curl (curl A) = VdivA-AA (1.27)

Pour simplifier, on supposera dans toute la suite que f =0 et que les équations (1.19)-(1.20) sont
posées sur R tout entier.

1.5.1 Ecoulements bidimensionnels

En appliquant |'opérateur curl au systéme (1.19), on obtient quand d = 2 I'’équation scalaire :

— =vAw; (1.28)
Dt

Pour un fluide non-visqueux (v = 0), cela implique que la vorticité est conservée le long des trajec-
toires X (¢, a) := X(t;0,a) :
w(t, X(t,a) =@, VY120 ack®

Formulation vorticité-courant Comme div v = 0, il existe une fonction courant (unique a une constante
additive pres), notée y (1, x), telle que

v=Vty = (=0.,v,0,v)". (1.29)
En appliquant alors I'opérateur curl obtient I’équation de Poisson :
w = Ay. (1.30)

On peut alors exprimer ¥ comme la convolution du potentiel newtonien avec w (ref : Evans (PDE,
Chap 2) ou Folland (1995)) :

1
w(t,x):ngzlnlx—ylw(t,y)dy, x € R?,

et en différentiant

v(t, %) :f KGE-pot,ydy, ot K= — (—ﬁ, i)t

R2 2\ |xf?” |xf?

On retrouve donc la vitesse a partir de la vorticité w au moyen d'un opérateur nonlocal, laloi (1.31) ci-
dessous est appelée loi de Biot-Savart (utilisée en électromagnétisme) et on écrit v = BS[w] = K3 * w.

(1.31)

Proposition 1.5 (Formulation vorticité-courant 2D). Pour des écoulements bidimensionnnels décrois-
sant vers 0 suffisamment vite quand | x| — +oo, les équations de Navier-Stokes incompressible (1.19)
sont équivalentes a la formulation vorticité courant

0w+ v-Vo=vAw,

V>0, xeR? (1.32)
v(t, x) = BS[w](t, x) ::fRZ Ky (x—-yo(t,y) dy,

La pression peut également étre retrouvée en résolvant l'équation de Poisson :

—~Ap =div(v-Vv) =Tr(Vv)? (1.33)
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1.5.2 Ecoulements tridimensionnels
En appliquant I'opérateur curl au systeme (1.19), on obtient quand d = 3 ’équation vectorielle :

Dw
—=w- -Vv+vAw; (1.34)
Dt

On souhaite obtenir une formulation vorticité-courant similaire au cas bidimensionnel.
ref : bertozzi, majda section 2.4

Décomposition de Hodge et loi de Biot-Savart Dans le cas 3d, on doit résoudre le probleme

curlv = w,
{ (1.35)

divv =0,

qui est sur-déterminé a priori car on a 4 équations pour seulement 3 inconnues (les trois composantes
du champ de vitesse).

Proposition 1.6. Soitw € L?(R3;R3), décroisssant vers 0 suffisamment vite a U'infini. Alors

1. Eq (1.35) admet une solution réguliere v qui sannule quand | x| — +oo si et seulement si
divw = 0;
2. sidivw =0, alors la solution v satisfait
v =—curly,
ot v est la fonction courant vectorielle qui satisfait l'équation de Poisson (vectorielle)
Ay = w.

La vitesse v est alors donnée par la formule de Biot-Savart

. 1 xAh 3
v(x):BS[a)](x)::f Ks(x—y)o(y)dy, ot Kz(x)h=——, VheR’. (1.36)
R3 4am |x3
Démonstration. — D’abord, si v est solution de (1.35) alors en particulier w = curl v et donc par

I'identité (1.24) on a nécessairement divw = 0.

— Dans l'autre sens, on suppose que divw = 0 et on veut construire v solution de (1.35). On com-
mence par introduire y solution de I’équation de Poisson

B _ 1 [ oy
Ay=0 = vyx)= yps fqus —Ix—yldy' (1.37)

ref : Evans (PDE, Chap 2) ou Folland (1995).
Rappelons maintenant I'identité (1.27) :

w = Ay = —curlcurly + Vdivy, (1.38)

identité qu’on multiplie par Vdivy et qu'on integre ensuite sur espace :

flVdivimzdx:f curlcurll//-Vdivwdx—f w-Vdivy dx
R3 R3 R3
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Par intégration par partie, en utilisant de nouveau l'identité divcurl = 0 et le fait que divw =0,
on obtient en revenant a (1.38) :

Vdivy =0 = w=—curlcurly.

On pose donc naturellement
v =—curly,

qui satisfait directement curl v = w et divv = 0. On acheve la démonstration en disant que 1'ex-
pression de la vitesse (1.36) est obtenue en prenant le curl de I'expression (1.37).
0

1.6 Compléments - Adimensionnement et régimes d’écoulement



Chapitre 2

Solutions fortes des équations de
Navier-Stokes et d’Euler incompressible

Pour v = 0, on s’'intéresse au systeme

0,v+ (- VYv+Vp—-vAv =0,
v+ (VU +Vp V>0, xeRY, d=20ous3, @.1)
divev =0,
muni de la condition initiale
V=g = V°. 2.2)

On s’'intéresse dans ce chapitre aux solutions régulieres (/ "classiques" / fortes), c’est-a-dire aux solu-
tions pour lesquelles I'équation ci-dessus est satisfaite pour tout temps ¢ et pour tout x € R,

Le premier résultat principal de ce chapitre est un résultat de caractere bien-posé localement en
temps.

Théoréme 2.1. Soientv =0, v° € H™([R?), m > % +2, avec divv® = 0. Alors il existe un temps T,
1
B
ClIVO m
avec C = C(m) une constante positive dépendant de l'indice de régularité m, tel qu'il existe un unique

v e €0, T]; H*RY) n €1 ([0, T] n H™ " (RY)) solution du probleme (2.1)-(2.2), avecr =1 siv =0
(Equations d’Euler), r = 2 siv > 0 (Equations de Navier-Stokes).

Méthodologie classique

1. Introduction d'un probléme régularisé (%% ). - existence et unicité de la solution v, de (%%). par
un théoreme de point fixe;

2. Estimations uniformes en € sur (v,). (estimations d’énergie);

3. Passage a la limite € — 0 ~~ existence locale en temps d’une solution v au probleme (2.1)-(2.2).
On distinguera ici les deux cas v > 0, v = 0 pour obtenir la régularité en temps voulue;

4. unicité de la solution du probléme limite;

5. solution globale en temps?

référence principale du chapitre : livre de Bertozzi et Majda Vorticity and incompressible flow

13
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2.1 Préambule

2.1.1 Espaces de Sobolev

Lespace H™(R?%), m € N, est formé par les fonctions v € L?(R?) qui sont telles que pour tout multi-
indice @, 0 < |a| < m, on a D%v € L*(R%), ot1 D% := 0%, ...ng est une dérivée partielle au sens des
distributions.

Il est muni du produit scalaire et de la norme suivants :

1/2
(W, vypgm:== Y. D%u D%v dx, IIvlle::( > ”Dal)”iz) .

0<|aj<mJR? O<|alsm
Rmgq : de maniére plus générale I'espace WP (R%) désigne I'ensemble des fonctions telles que D*v €
LP(RY).

On peut aussi introduire des espace de Sobolev pour des indices s € R non entiers. On introduit
pour cela la fonctionnelle définie sur ’espace de Schwartz des fonctions régulieres a décroissance
rapide, . (R%) :

I-las = SR =Ry,
1/2

v vl gs = (fw(l +1EP)S 108 1PdE

L'espace HS(RY) est alors défini comme le complété de . (R%) pour la norme || - || s. Bien str, si s =
m € N, cette norme est équivalente a la précédente.
Nous listons ci-dessous des résultats utiles pour la suite du chapitre/cours.

d
Lemme 2.2. 1. Pour s> > lespace H*F(RY), k € N, s'injecte continiiment dans lespace €*(R%).

Autrement dit, il existe une constante C > 0 telle que
Iviice = Cllvll gsek. (2.3)

2. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg : soient deux réels 1 < q,r < oo et un entier m. Soient @ un réel
et j un entier naturel tels que

1 (1 m) l-a J
—_ =4 |-—-——]a+ — et —<a<l.
p d \r d q m
Alors on a l'inégalité '
ID/vlr < Clvlj*1D™ . (2.4)
Cas particulier : inégalité de Ladyzhenskaya
1-4 d
lvlize = Clvll, VYl ;. (2.5)

Lemme 2.3. 1. Pourtout meN, il existe C > 0 tel que, pour tous u, v € L®([R%) N H™(RY),
luvligm < C(llullzel D™ vz + 1D ull 21l vl ), (2.6)
avec l'estimation de commutateur :

Y. ID*uw) - uD®vll;2 < C(IVull oI D™ wll 2 + 1 D™ ull 21l vl 1) 2.7)

O<|a|<=m
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d
2. Pour tout s > > lespace H'(RY) est une algebre de Banach, c'est-a-dire qu'il existe C > 0 telle que

pour tous u, v € H*(RY) :
luvlgs = Clullgslvlgs.

preuve : Bertozzi & Majda p 130

Lemme 2.4 (Interpolation). Soit s > 0, il existe une constante positive C = C(s) telle pour tout v €
HS(RY) et r €10, s],

1-r/ /
lvllar < Cllvli "™ vlys. (2.8)

On rappelle enfin le résultat d’injection compacte suivant.

Théoréme 2.5 (Rellich-Kondrachov). On suppose que % est un ouvert borné de R* avec 0% € €. On
suppose que 1 < p < d. Alors

d
WhP( ) cc LY (@), Visg<p®:= d—p
4

Ainsi, pour tout ouvert borné % de R, meN, I'espace H m+1 () s'injecte de maniere compacte
dans H™(%).

2.1.2 Opérateur de régularisation
On se donne un noyau régularisant, c’est-a-dire une fonction radiale

n=n(x)) e €°®RY), 1n=0, T dx=1, 2.9)

et on introduit, pour € > 0, 'opérateur J, quia v e LP(R%), 1 < p < oo, associe

1 X
Uerni=— [

Proposition 2.6. Pour tout v e LP(R%), 1 < p < oo, J, v est une fonction €. On a de plus les propriétés
suivantes :

y)v(y)dy, V xeRY. 2.10)

1. Jevlier < llvlizr et, pour p < +oo, Jo v converge vers v dans LP(R%) quand e — 0.

2. sive €°RY), J.v — v uniformément sur tout compact K cc R?, et
I Jevlizee < V]l Lo0;
3. sive H™RY), alors Je commute avec les dérivées au sens des distributions

D%J.v=J.D%, Vlal<m;

1 1
4. soit q tel que — + 5 =1, pourtout u LI(RY) :
p

f(]gV)-udx:f v-(Jeuw) dx;
R4 R4
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5. sive HH®RY, J.v converge vers v dans H® et on a

lim | Jev—vlgs =0,
e—0

I Jev— vl gs—1 < Cellvllgs; (2.11)

6. sive H"(R%), m,keN :

ka
||]6U”Hm+k5—£k vl gm,
k Ck
< -
| JeD"vllfo < Ed/2+k”V”LZ’

ot Cxm, Cx sont deux constantes positives dépendant respectivement de m, k et de k.

voir preuves : Boyer & Fabrie (Prop 11.2.25 p.62) ; Bertozzi & Majda P131

2.1.3 Décomposition de Hodge et projecteur de Leray

La pression, comme mentionné au Chapitre 1, est vue comme un multiplicateur de Lagrange as-
socié a la contrainte d’incompressibilité divv = 0, ce n'est donc pas en soit une inconnue du sys-
teme. Si on connait le champ de vitesse v on peut effectivement retrouver p. Pour cela, on applique
I'opérateur divergence a I’équation de quantité de mouvement (i.e. on applique d,, a chacune des d
composantes de I'éq. de quantité de mouvement et on somme les d équations) :

01 0xVi+ ) 0y (vj0x;vi) + 3 0% p—v)_ 0% (0x,v1) =0,
i i,j i i,j

et on utilise la contrainte d'incompressibilité divv = 0 pour en déduire que p satisfait une équation
de Poisson :

Y0y vjdgvi+Y 05p=0 le. ~Ap =Tr(Vv)* (2.12)
ij i

Ainsi, on peut réécrire le systeme de Navier-Stokes/Euler en remplacant Vp par son expression en
terme de Tr(Vv)? (on renvoie une nouvelle fois 4 Evans Chap 2, éq de Laplace/Poisson). On remarque
de plus que, pour des solutions régulieres, Vp est orthogonal a v dans L?(R%) :

f Vp-vdx:—f pdiv(v) dx=0.
R4 R4

Eliminer p du systéme revient alors a appliquer a I’équation de quantité de mouvement un opéra-
teur de projection sur ’ensemble des fonctions a divergence nulle. Nous définissons cet opérateur de
projection, appelé projecteur de Leray, dans la proposition suivante.

Proposition 2.7. Tout champ de vecteur u € L*(R%) N6 (R?) admet une unique décomposition ortho-
gonale
u=w+Vgq, avec divw =0, (2.13)
et satisfaisant les propriétés suivantes :
1. w,VqeL*RY)NE€®RY);
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2. fd w(x)-Vq(x)dx=0 (ie.w L Vg dansI?);
R

3. ID%ull?, = ID*w|%, + IVD*ql3,.

On peut alors définir l'opérateur de projection de Leray :

P : L2(RY) N E€°RY) — L2RY) N € [RY),
P(w) =P(w+Vqg) :=w. (2.14)

Démonstration. On renvoie a Bertozzi & Majda p.33. Pour déterminer g et w, on procéde de maniere
analogue a la discussion d’introduction : on applique I'opérateur divergence a I’'équation (2.13) pour
trouver g comme solution de I'équation de Poisson —Aqg = divu et on pose ensuite w=u—-Vg. [

Remarque : Le projecteur de Leray est parfois défini grace aux opérateurs "pseudo-différentiels"
(définis via ’analyse de Fourier) par la formule

P(u) = u—- VA~ (divw),

voir par exemple le livre Bahouri, Chemin, Danchin Fourier Analysis and Nonlinear Partial Differen-
tial Equations (Chapitre 5).

On peut facilement étendre la proposition précédente aux cas des fonctions dans H'”, comme
énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 2.8. Pour tout champ de vecteur u € H™(R?), m € N, il existe une unique décomposition
orthogonale
u=w+Vvgq,

telle que le projecteur de Leray P(u) = w satisfait les propriétés suivantes :
1. P(w), Vg€ H™(RY),

fRle(u) Vgdx=0, divPw)=0,  IPullfm+1Vql5m=lul?m.
Dans la suite on introduit l'espace de Banach
vmi={ve H"®"): divv=0}; (2.15)

2. P commute avec les dérivées au sens des distributions

PD%u=Du, YueH"RY, |al<m;
3. P commute avec l'opérateur de régularisation J,

PU.w) = J.(Pu), VYueH™RY, &>0;
4. P est un opérateur symétrique, pour tout u, v € H™(R%)

<Pu,v>gm=<u,Pv>gm.
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2.2 Unicité de la solution
Commencons par rappeler le lemme de Gronwall

Lemme 2.9 (Lemme de Gronwall). Si a et b sont deux fonctions de R dans R localement intégrables,
alors pour tout fonction dérivable y : R — R™ vérifiant

y' (1) < a(D)y(r) + b(D) Yt

t t
+f exp (f a(r)dr) b(s)ds.
0 N

Proposition 2.10. Soient T >0 et vy, v, € €(|0, T1; L2(R%)), deux solutions du probleme (2.1)-(2.2). On
suppose de plus que Vv, € L' ([0, T1; L (R%)). Alors v = v».

on al'inégalité

t
y(t) < y(0)exp ([ a(s)ds
0

Démonstration. On ales deux équations

atlil + (U1 'V)Ul +Vp1 —VAl)l =0,
dtv2+ (UZ'V)U2+V]92—VAUZ =0,

de sorte que la différence 6 v := vy — v, satisfait
0,0v+ (v -V)ov+(Ov-VIv, +Vép—-vASv =0.

Nous prenons maintenant le produit scalaire (dans L?(R%)) avec § v et obtenons

d Sv)? Sv|?
—f ov] dx+f Ul-Vl d dx+f (61}-V)vg~6vdx+f V6p~6vdx—vf Adv-6v=0.
dat R4 2 R4 2 R4 R4 R4

En intégrant par parties et en utilisant la condition d’'incompressibilité divv; = 0, cette équation de-
vient

d Sv)?
—f o] dx+f (5v-V)v2-6vdx+vf IVév|? =0,
dt Jra 2 R4 R4

et ainsi
d 2 2
— [Ov|“dx < 2||Vuvsl o [Ov|“dx.
dt R4 X R4

Le lemme de Gronwall permet alors de conclure :

T
sup 6vi®dx < (f |(6U)|t:0|2dx) exp(Zf Voo (2, )llzedt].
te[0,T) JRE R4 0

~ J

=0
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2.3 Caractere bien posé du probléme régularisé

Pour € > 0, on regarde les équations de Navier-Stokes régularisées :

0ve+Je|Ueve) - VUeve) | = ~Vpe +vIeUeAve),
divv, =0, (2.16)
(Ve)| =0 = V°.

Le probleme (2%;). que nous allons étudier est obtenu en appliquant la projecteur de Leray aux équa-
tions précédentes (on utilise en particulier le fait que Pv, = v, et PVp, =0)

(2.17)

{atvg +PJe[Ueve) - VUevo)| = vIeUehue),
0
v-.

(Ve) =0 =

Lexistence et I'unicité de la solution v, repose sur la généralisation suivante du théoreme de
Cauchy-Lipschitz aux espaces de Banach de dimension infinie (qui repose sur un théoréme de point
fixe).

Lemme 2.11. Soit B un espace de Banach et O c B un sous-espace ouvert de B. Soit F : O — B une
application continue. On suppose de plus que F est localement Lipschitzienne, i.e. pour tout X € O, il
existe une constante L > 0 et un voisinage Vx < O tel que

IF(X1) - F(X2)llp = LI Xy — XallB, V X1, X2 € Vx.
Alors, pour tout X° € O, il existe un temps T > 0 tel que le probléme de Cauchy
ax FOO
dt ’ (2.18)
X|t=0 = XO)
admet une unique solution X € €'([0, T[; 0).

Lemme 2.12. Sous les conditions du Lemme précédent, I'unique solution X € €' ([0, T[; O) du probleme
de Cauchy (2.18) soit existe globalement en temps, soit, si T < oo, sort de l'ouvert O quandt — T~ .

Théoréme 2.13 (Existence globale et unicité de la solution de (22.)). Soit v° € V™, m € N. Pour tout
£>0,v =0, il existe une unique solution ve € €' ([0, +oo; V") au probleme régularisé (2.17).

Preuve du Théoreme 2.13.  — étape 1 (existence et unicité localement en temps). On réécrit le sys-
teme (2.17) sous la forme

dve
ar U avee Rw)i=viUAn -PL] U VU0, 2.19)

(Ve)|¢=0 = V°

On vérifie tout d’abord que F, envoie V" dans V', la régularité étant assurée par I'opérateur
de régularisation J, et la propriété de divergence nulle par I'opérateur de projection.
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On a par ailleurs, pour tous vy, v, € V'™ :

|Fe(w1) = Fe@)llam < VIJeUeA@s = v2)lam + |PJe[ Uevn) - VUern) | ~BJe [Ue) - VU ||
=A+ A,

avec d'une part

AL =vJeUeA(v1 — v2)) | 5m

<vlJeUe(v1 — v2) |l gm+2

v
s Cllvi—v2llgm,
€
et d’autre part (en utilisant en particulier I'inégalité (2.6))

o =|Pre[Uev) -V =v] |+ |Pe[Uer - v2)- VU] |,
Je|Uevn) - VIew =]+ |Je[Uewr = v2)-VUew2)]|
< C[IJevil = ID™ 1V (01 = v2)ll 2 + 1D™ Jevn 21V (01 = v) 120

+ C[II]g(ln — V)l ID" JeV 2l 2 + I1D™ Je(v1 = v2) I 121 TV V2||L°0]

=<

< = A . —
= gdiztm+l (” villz 4l V2||L2)|| vy — V2l gm.

Ainsi
| Fe(v1) — Fe(v2)llgm < C(g, | villp2)llv1 — v2ll gm,

et on en déduit par le Lemme 2.11 qu'il existe une unique solution v, pour T > 0 suffisamment
petit (on prend O={ve V"": |[v|gm < M}, pour n'importe quel M > || V0| ggm).

étape 2 (continuation - existence globale en temps). D’apres le Lemme 2.12, sile temps maximal
d’existence, T, de v, était tel que T* < +oo alors on aurait || v (t,-) || ym — +ooquand t — (T*)".
Or, on a par une estimation similaire aux précédentes

t
lve(t, M m < 1001 gy +f0 | Fe(ve(s, Dl amds
t
< 100l gm + Cle, | vglly;OLgc)f lve(s, ) amds. (2.20)
0

Par ailleurs, on peut faire une estimation d’énergie pour estimer || v;|| o2 On multiplie pour
celal’équation (2.17) par v, et on intégre en espace, utilisant les propriétés de symétrie de J et
P:
- |vel“dx=v Ug']gAUde_ Ve PJe[Ueve - VIUeve)l dx
2dt R4 R4 R4

|]£Vg|2

dx

:Vf ]EVS']EAVde_f Jeve -V
R4 R4

1
= —Vf IV]gvglzdx+—f div (Je ve) [Je vel* dx.
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On obtient ainsi 'estimation d’énergie
2 2 02
<
I vgllL?oLi +2v||]£va||L%L§ <|v ”Li' (2.21)

En revenant a (2.20) et en utilisant le lemme de Gronwall (sous forme intégrale), on en déduit
que

sup [[ve(t, )l < 10" exp (Cle, 10°12) T,
te(0,T*[

ce démontre que T* = +oo et acheve la démonstration du Théoreme 2.13.

2.4 Estimations uniformes par rapport au parametre ¢

On a dans la section précédente obtenu une estimation de || v,|| L (cf (2.20)), malheureuse-
ment cette estimation n’est pas uniforme par rapport au parametre €. Nous allons dans cette section
essayer de généraliser |'estimation d’énergie (2.21) (qui, elle, est bien uniforme en ¢) aux dérivées
d’ordre plus élevé de ve.

. o . d o .
Proposition 2.14 (Estimation uniforme dans H™). Soitv" € V', et m > 5 + 1. Alors l'unique solution
ve € €1([0,400; V™) du probleme (%) (2.17) est telle que

1d
PTL Vell5pm +VITeV el Fm < Cllvell3m, (2.22)
et pour tout T < (C[|v° || gm) ™" :
sup [[ve(t, )|l gm < 10O (2.23)
Il S ——————/———. .
0] 1—CT|[vO] ggm

Ainsi, pour m > g +1, T < (C|v°| gm) ™Y, la suite (ve)e est uniformément bornée dans € ([0, T]; H™ (R%)).
Démonstration. De maniere similaire a I'estimation d’énergie obtenue a la section précédente, nous
appliquons I'opérateur D%, |a| < m al’équation (2.17), et on multiplie le résultat par D% v, :

fRdD“Gtvg-D“vgdx—vadD“]?Avg-D“vgdx: —‘[RdD“IP]g((]gvg)-V]gvg)-D“vgdx.

Par intégration par partie et en utilisant les propriétés de J. et P, on trouve
1d
2dt
= _jl‘w ((]e Ue) - VD, UE) ‘PJ:D%vedx+ fwl []g((]g ve-V)DYJ; Ug) - Da]g((]g Ve V) Je UE)] ‘PD%v.dx

fw|D“v£|2dx+vfwID“]ngglzdx

= [ divU0 10w dxs [ [J(Ueve DD ev) = DU Ueve V) Jere) | -PD v dx
2 Jrd R4

=0 +fRd [(]g Ve V)DYJeve — D*((Jeve - V) e vg)] ‘PJ:D%vcdx.



22 CHAPITRE 2. SOLUTIONS FORTES

En sommant sur |a| < m et en revenant a I'’estimation de commutateur (2.7), on a

>

o<|alsm

< llvellgm Z ||(]£V5)'VD(1]£V£)_Da((]svg)'vjsus)”Lz

0<|alsm

< Cllvellam [IVJevelliol D™ 'V Jevell 2 + 1D™ Jevel 2 1V Jevell o .

fR ) [(Jg ve) - VD Jove) = D¥((Jeve) - Ve vg)] ‘PJeD%vedx

On en déduit I'estimation
1d

52;! Vel 5ym + VIV vellFm < CIV e Vell oo | ve 3 m- (2.24)

On utilise ensuite I'injection de Sobolev (2.3) au membre de droite, |V/,vellfo < CllJe Vel gm valide
pour m > % +1, et on obtient :

d
2 2 3 : 2
el gm t VllngUslle <ClI Vslle ie. —|[vellgm = Cll U{;‘”HM- (2.25)

2dt dt

On conclut en intégrant cette EDO entre t =0et t =T :

) ) 1O g
ve(D 7 = 10075 -CT = |ve(D)lgm € ———Fr—.
Hoe(D) e = 100117 lve(D = T 0T

d
Proposition 2.15. Supposons de plus que m > 5 + 2, alors la suite (0;v,), est uniformément bornée

dans L]0, T[; H™2(R%)).

Démonstration. On revient al’équation (2.17) :

10, v (L, )l gm-2 < VITZAV(E, ) gm-z + |PTe(Je ve - Ve ve) (£, )| jym-z
< CVIve(t, )l + C || (Jeve - V) Je e (8, ) || gz

d . o
et comme H""? est une algebre de Banach (on a supposé m —2 > E) on en déduit I'estimation sou-
haitée :

10, v (2, )| gm-2 < CVIve(t, ) gm + C | Je ve(t, )| gme2 IV e ve (£, )| gym-2
< CV|[ve(t, )l gm + Cllvg(t, ) 15m.

2.5 Passage alalimiteec — 0

La section précédente nous a permis d’identifier les espaces fonctionnels dans lesquels la suite
(Ve)e>o €tait controlée. Il nous reste a montrer que la suite (v¢), converge (en un sens a préciser) vers
une limite v qui est bien solution au sens classique des équations de Navier-Stokes (v > 0) ou d’Euler
(v=0).
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2.5.1 Convergence faible, théoremes de compacité

Definition 2.16. Soit E un espace de Banach et E' son espace dual.
On dit qu'une suite (uy,) d’éléments de E converge faiblement vers u € E, si pour tout f € E' ona

flup)=<fiupn>pp— < fiu>pp=f(u quand n — +oo.
On dit qu'une suite (f,) d'éléments de E' converge faible-* vers f € E', si pour tout u € E on a
) =<fupu>pp— < f,u>p = f(w quand n — +oo.

Rappelons des versions du théoreme de Banach-Alaoglu qui permettent classiquement d’extraire
des sous-suites (faiblement) convergentes a partir d’estimations uniformes.

Théoreme 2.17. — Soit E un espace de Banach réflexif et soit (u,,), une suite bornée dans E. Alors
il existe une sous-suite (uy,) qui converge faiblement dans E ;

— Soit E un espace de Banach séparable, et soit (), une suite bornée dans l'espace dual E'. Alors
il existe une sous-suite (f,) qui converge dans E' pour la topologie faible-*.

Corollaire 2.18. Soit E un espace de Banach, et (u,) une suite d'éléments de E (resp. de E') qui converge
faiblement (resp. faible-*) vers u € E (resp u € E'). Alors la suite (u,) est bornée dans E (resp. dans E') et
ona

||u||E5hH}11nf”un”E (resp. ||u||E’5HH’111nf”un”E’)-

Proposition 2.19. Soit E un espace de Banach réflexif (resp. le dual d’un espace de Banach séparable) et
(u,) une suite bornée dans E. On suppose qu'il existe u € E telle que toute sous-suite de (u,) faiblement
(faible-*) convergente a une limite égale a u, alors la suite entiére (u,) converge faiblement (resp. faible-
*) vers u.

Au-dela des résultats de convergence de Banach-Alaoglu, nous allons ici nous appuyer sur un
résultat de compacité forte, usuellement appelé lemme d’Aubin-Lions (étendu par Simon pour le cas
p = +oo que nous allons utiliser).

Théoreme 2.20 (Aubin-Lions-Simon). Soient By By < B, trois espace de Banach. On suppose que B;
s'injecte de fagon continue dans B, et que By s'injecte de maniere compacte dans B,. Soient1 < p,r <
+00. Pour T >0, on définit :

dv .
Epri= {VELP(]O;T[;BO), ar €L (]O,T[;Bz)}-

— i p < +oo, l'injection de E),; dans LP (10, T'[; B,) est compacte;

— sip=+ooetsir> 1, linjection de Ep, » dans € ([0, T]; By) est compacte.

Nous renvoyons a [BoyerFabrie, Thm I1.5.16] pour une preuve de ce résultat.
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2.5.2 Application

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on suppose T < (C]| VO gm) L.

Pour tout compact K de R, on considére By = H™(K) qui s'injecte de maniére compacte dans
By = H™ (K), qui lui-méme qui s'injecte de facon continue dans B, = H™ ?(K). Par les estima-
tions des propositions 2.14 et 2.14 on déduit grace au théoreme d’Aubin-Lions-Simon que, pour
tout compact K, il existe une sous-suite de (v,) dépendant a priori de K, qui converge fortement
dans €([0, T]; H™ (K)). Par un argument d’extraction diagonale, on peut choisir la méme sous-suite

pour tous les compacts K, = [—n, n], on note cette sous-suite encore (v¢). On a alors I'existence de
v e 6 ([0, T]; H™ ' (RY) tel que
Vg — U fortement dans €([0, T]; Hl”gc_l([R{d)). (2.26)

Nous montrons finalement dans la proposition suivante que la limite v est en fait plus réguliere.
Proposition 2.21. La limite v de la suite (v¢), satisfait
ve€([0, T); H"(R)) n€* ([0, TI; H™ " (RY)), (2.27)
avecr =1 siv =0 (Euler), r =2 siv >0 (Navier-Stokes).

Par le théoréme de Banach-Alaoglu, on a facilement que v € L*([0, T]; H™(R%)), il nous faut donc
montrer que t — ||v(¢)|| g= est une fonction continue.

Definition 2.22. Soit Y un espace de Banach. On dit qu'une fonction f : [0,T] — Y est faiblement
continue si pour tout v € Y', la fonction définie par t € [0, T] — (y, f(£))yy est continue. On note
€ (10, T1; Yy), l'ensemble des fonctions définies sur [0, T| a valeurs dans Y qui sont faiblement conti-
nues.

Montrons tout d’abord que v € 6([0, T]; H(R%)). Ceci repose sur une simple application du
lemme suivant (corollaire du théoréme d’Arzela-Ascoli, dont on trouvera la preuve dans [Lions Math.
Topics in Fluid Machanics T1 - Appendix C]) :

Lemme 2.23. Soit X un espace de Banach réflexif séparable, (f,,) , une suite bornée dans L*(]0, T[; X)
pour un T €]0,+oo[. On suppose que f, € €(10,T];Y) ot Y est un espace de Banach tel que X — Y,
Y’ est séparable et dense dans X'. De plus on suppose queV @ € Y', < @, fo(t) >y y est uniformément
continue en t, uniformément en n, i.e.

sup |< @, fu(8) = fu(s) >y y| —0 quand |t—s|—0.
n

Alors, il existe un sous-suite (fp, ) qui converge dans € ([0, T1; X,,).

On applique ce lemme avec X = H™(RY), Y = H l”gc_l (R%) en utilisant la convergence forte de v, (&
extraction d'une sous-suite pres) dans €([0, T1; H l”gc‘l (R%)).

Nous devons a partir de maintenant séparer la preuve selon que v = 0 (Euler) ou v > 0 (Navier-
Stokes).
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Démonstration dans lecasv=0. — Continuitéen t =0.
On commence par revenir a I’estimation

sup [[ve(t,)lgm < M
t€[0,T] 1-CT| v gm

qui, associée a I'inégalité || v(?)| g» < limsup, | v: ()| g», donne :

10Ol ggm
sup vt Mpm < —————F—)
t€(0,T) 1-CT|v°| gm

de sorte que, en faisant tendre T — 0" :

. 0
limsup [[v(z, )| gm < V" || gm.
t—0*

D’autre part, comme v € € ([0, T1; H™(R%)) on al'inégalité
liminf [|v(2,) | gm = 10°] g,
t—0*
et donc
lim (vt )l gm = 00| g
t—0*

On faisant le méme raisonnement en remplacant ¢ en —¢, les équations d’Euler étant réver-
sibles, on obtient de la méme maniere lim;_.o- [|[v(¢, )| gm = || V°]| gm.

— Continuité a t = f; > 0. A #1, la fonction v(f;,-) := v! satisfait 'estimation

100 g
ot g < —,
1-Cty 00| ym

donc regarder le probleme de Cauchy autour de ¢ = f;. On construit une suite de solutions
approchées 7, pour laquelle on controle (unif. en ¢) la norme H}* sur un petit intervalle de
temps [f; — T, t; + T]. Par unicité de la solution du probléme (2%,), la limite quand &€ — 0, # doit
coincider avec v sur [t; — T, t; + T1n [0, T]. On reproduit alors les arguments du point précédent
pour montrer que ¢ — || || gm est continue en ¢ = ¢;, et donc v € € ([0, T]; H™ ([Rd)).

— Enfin, pour obtenir la régularité € 1 ([O, T]; H™ ! (Rd)), on revient a I’équation satisfaite par v :
0;v= —IP’diV(v ® v),

La régularité v € €([0, T1; H™(R%)) assure que le second membre est dans €([0, T1; H™ 1 (RY)),
et ainsi d,v € € ([0, T]; H™ 1 ([RY)).
L]

Démonstration dans le cas v > 0. De la méme maniere que pour le cas des équations d'Euler (v = 0),
on assure la continuité a forte de r — ||v(¢,-)|| gym en t = 0". Les équations de Navier-Stokes n’étant pas
réversible en temps du fait de la viscosité v > 0, nous ne pouvons pas montrer de maniére analogue a
continuité en ¢ = 0~. Nous procédons autrement ici en utilisant les effets régularisant justement liés
ala dissipation visqueuse. En effet, en revenant a I’estimation (2.25), on a

W'Ugvve ”L%Li =C,
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pour une constante C > 0 indépendante de € > 0. Ainsi, la limite satisfait
ve L*((0, T); H™ RY). (2.28)

et pour presque tout temps ¢ € [0, T], v(t,-) € Hm“(IRd). En particulier, pour tout § > 0, il existe
1 €]0,6]( tel que v(t,) € H™ 1 (RY) et prenons alors v! := v(;,-) comme nouvelle condition ini-
tiale. En appliquant les mémes arguments que précédemment (en remplacant m par m + 1), on
construit une solution # sur un intervalle de temps [t;, T] qui satisfait o € € ([t;, T1; H™(RY)) avec
T < T < (C||v°| gm)~". Par unicité de la solution, # coincide avec v sur [0, T] N [f;, T]. Comme de plus
6 > 0 est choisi arbitrairement, on en déduit que v € € (10, T]; H m(R4)). On conclut en rappelant la
continuité a forte de t — ||v(¢,")|gm en t =07, O

Ceci acheve la preuve du Théoréeme 2.1.

2.6 Existence globale - Critere de Beale-Kato-Majda

Nous avons construit dans les sections précédentes une solution forte locale en temps des équa-
tions de Navier-Stokes et d’Euler. Nous nous intéressons dans cette section a I'existence globale en
temps, qui revient nous I’avons vu, a assurer que ¢ — ||v(t,-)| g reste bornée. Nous montrons ici que
'existence globale de la solution est liée a ’accumulation de vorticité. Nous en déduisons I'existence
globale des solutions fortes en dimension 2 d’espace.

Théoréme 2.24 (Beale-Kato-Majda, 1984). On suppose que d = 3. Soientv =0, v° € V"™ avec m > %+2,
et v la solution de (2.1)-(2.2). Alors on a l'équivalence suivante

T

limsup [[v(¢,)llgm < +00 < lw(t,)lLedt < +o0, (2.29)
t—T- 0

ot w = curlv.

Ce résultat s’appuie sur les estimations suivantes (admises dans ce cours) qui permettent d’obte-
nir des estimation sur v = BS[w] (voir notations Chapitre 1).

Lemme 2.25 (Caldéron-Zygmund). Soitp € ]1,+oo[ etw € L” (R%), alors
IVBS[wllrr < C(p)llwllirr. (2.30)

Voir [Chemin Fluides Parfaits Incompressibles, Chap. 3].
Le lemme suivant donne une estimation dans le cas p = +oco.

Lemme 2.26. On suppose que v = BS|w] est une fonction tres réguliere, on a alors l'estimation suivante

IVl < CA+In™ [0l s +In™ 0l 12) A + 0]l 1), (2.31)

out C est une constante positive, etIn* est la partie positive du logarithme, i.e.In* x =Inx six>1 et 0
sinon.

Celemme est admis ici, on pourra trouver une démonstration dans [BertozziMajda, Chap.3, p.118].
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Démonstration du Théoreme 2.24. Le sens direct se démontre facilement grace a I'estimation (2.3) :
le controle de lanorme H}*, permet de controler la norme L° de Vv et donc la norme LY de w.

On souhaite démontrer I'autre sens, i.e. on veut montrer que le controle de |wl;1;~ permet de
controler || v||fcoym. En reproduisant I’estimation (2.24) en norme H des sections précédentes pour
v (justifié car on a montré que v était suffisamment réguliere), on a

d
E”U”H’” < ClIVol gl vl gm. (2.32)

Pour d = 3, la formulation vorticité-courant des équations s’écrit

0 (2.33)

0w+ (v-VYw—vAw = (w-V)v,
W= = W".

Ainsi, en prenant le produit scalaire avec w on trouve

d ? i
—f ﬁdx+v Ilezdx:—f U-Vﬂ(bﬁf (@-V)v)-wdx
dt Jrs 2 R3 R 2 "

:f (w-V)v) wdx,

RS
et donc en utilisant le lemme 2.25

2 2
ol <2IVvlzlol ol < Clol); lols.

Le lemme de Gronwall assure alors I'inégalité
t
loo(z, )13, < 1°)1%, exp ( fo leo s, -)uLoods) < F(M), (2.34)

T
ouM := f lew(s, )|l jods. Comme m > g + 2 > 3, en injectant cette estimation dans notre estimation

0
de potentiel (2.31), on assure
IVu(t, )l < C(1+ In* (w(E, Dl gm) (1 + N (E, )l ),

avec une constante C qui a absorbé la constante F(M). En revenant a I'’estimation (2.32), on a

d
— (v, M gm +1) < Clvt, Y pm + 1) IV, )l o0,

dt
et donc 4
2@l +1) < () lgn + 1)1+ 1" W (5 Dl ) (leo (7, e +1).
<in (Jlw(t,) g +1)
On pose alors z(f) := [|[v(t,-) | gym + 1, I'inégalité précédente se réécrit

Z ()< Cz(t)A+Inz()llw(t, )l = (n2)(t) <CA+Inz(®)lw(t,)l,

c’est-a-dire
(In(1+1n2))'(1) < Cllw(#, )l 2.
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On en déduit que

t
1+Inz(t) < (1+1Inz(0)) exp (C[ lw(s, -)IILoods).
0

Ainsi,

T
f lw(t,)fedt <+oo = limsupz(t) <+oo ie. limsupllv(f)|gm < +oo.
0 t—T~ t—T-

O

Existence globale dans le cas de la dimension 2 En dimension 2, I’équation de la vorticité est don-
née par I’équation scalaire
0w+ (v-Vw—vAw =0,

qui ne contient donc pas de terme d’élongation (/streching wVv) présent les équations 3d (2.33).

— Dans le cas des équations d’Euler v = 0, w est donc simplement transporté par le champ de
vitesse v. On assure d'une part par des estimations d’énergie |w(t,-)|l;2 < Pl 12, et d’autre
part via les caractéristiques

(@, oo = 0 .

— Dans le cas Navier-Stokes v > 0, on a de la méme facon [|w(Z,-) |2 < | w® l;2, tandis que la borne
L est assurée par le principe du maximum

0
lw(t, )z < ™[l zeo.

En reproduisant les arguments de la preuve précédente, on montre que pour m > % +2=3,

d
E”V”Hm <CA+In" vl gm)lvigm, (2.35)

eten posant z(t) =1+ ||v(t,-) | gm
In(1+1Inz(7)) <In(1+1nz(0))+CT.

Ainsi, limsup,_, 7- [v(¢,)|gm < Ct < 400, et donc la solution existe globalement en temps.

Remarques de conclusion sur le cas 3D La question de I'existence globale des solutions fortes pour
les équations d’Euler et Navier-Stokes 3D est a priori toujours ouverte. Il s’agit d'un des problemes du
millénaire identifié par I'institut Clay, voir
https://www.claymath.org/millennium/navier-stokes-equation/

et l'article de description de Fefferman. On peut néanmoins citer des travaux récents (encore a
I’état de preprints) de Chen et Hou qui semblent montrer, au moyen d'une preuve assistée par ordi-
nateur, I'apparition de singularité en temps fini pour les équations d’Euler 3D (on pourra par exemple
consulter I'article de vulgarisation correspondant sur le site Quanta Magazine).


https://www.claymath.org/millennium/navier-stokes-equation/
https://www.quantamagazine.org/computer-helps-prove-long-sought-fluid-equation-singularity-20221116/

Chapitre 3

Solutions faibles

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les solutions fortes des équations de Navier-Stokes
et d’Euler (3D) étaient a priori définies sur un intervalle de temps fini. Nous nous intéressons dans
cette section a des classes de solutions a régularité plus faible ot les équations ne seront définies
qu’au sens des distributions, mais dans lesquelles les solutions sont définies globalement en temps.
Linconvénient étant qu’a priori l'unicité de ces solutions n’est plus garantie.

Nous présentons des classes de solutions faibles des équations de Navier-Stokes (solutions de
Leray) et d'Euler (solutions de Yudovich) pour lesquelles I'unicité est assurée dans le cas de la dimen-
sion 2.

3.1 Solutions faibles a vorticité L™ pour les équations d’Euler 2D

On rappelle que dans le cas 2D, pourvu que v décroisse suffisamment vite vers 0 quand |x| — +oo,
les équations d’Euler incompressible se raméne au systeme vorticité-courant suivant

0;w+v-Vo=0,
0 (3.1)
W|t=0 = W
avec la loi de Biot-Savart
v(t,x) = BS[w](t,x) = fquz K (x-yw(t,y)dy, Ky (x) = W(—xz,xl). (3.2)

Nous introduisons maintenant la notion de solution faible (introduite par Yudovich) pour la for-
mulation vorticité-courant.

Definition 3.1. Soit w° € L' (R?) N L®(R?). On dit que w € L®(R,; LY (R?) N L°(R?)) est une solution
faible de (3.1)-(3.2) si, pour tout g € €° Ry x R?) :

ff [w6t¢+a)BS[w]-V(,b]dxdt+f wo(x)cp(o,x)dx:O (3.3)
R, JR2 R2

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant.

Théoreéme 3.2 (Yudovich (1963)). Soit w° € L' (R%) N L®(R?). Il existe une unique solution faible au
systeme (3.1)-(3.2).

29
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3.1.1 Existence

Probleme approché Notre probléme approché se base sur un schéma d’Euler (explicite) couplé a
une régularisation de la donnée initiale.
Soit € > 0, on pose initialement

We,n(0,x) = Jew". (3.4)
On construit alors la solution approchée w; , sur les intervalles de temps successifs [%, % pour
k € N. Supposons la solution w, , construite jusqu’au temps t" = %, et posons g, ,(x) := a)g,n(g,x)

pour tout x € R?. On définit alors wg,, sur l'intervalle [%, %] comme la solution de I'’équation de

transport linéaire

{atwm +BS[@e,n] Ve, =0, xeR?, £<p< bl 55

ws,n(%; X) = We,n(X).

C’est donc directement la méthode des caractéristiques qui nous assure I’existence et 'unicité d’'une

solution w,,, globale en temps. Sur 'intervalle [%, % ,ona
- -1 k
We,n(t,X) = Wen | (Xe,n) (t_;»x) ) (3.6)

ol la caractéristique X, , est'unique solution du probléme de Cauchy

d
aXE,n(t» a) = BS[(DE,n(Xs,n(ty ﬂ))],

Xen(0,a) =a.

Par récurrence sur l'indice k, on montre que w,, est dans Lip;,.(R+; € (R?)) pour € >0, n e N* fixés.

Estimations uniformes La construction de notre solution approchée nous assure directement les
estimations uniformes suivantes

sup lwe o, )zr < 102 p < Cllw®llp, ¥V pell,+ool. 3.7)
teR4

Dans la suite nous admettons le résultat de Caldéron-Zygmund énoncé au Chap 2.

Lemme 3.3 (Caldéron-Zygmund). Soitp € ]1,+ool etw € LP(R?), alors
IVBS[wlliLr < C(p)lwllLr. (3.8)
Ainsi, grace a l'inégalité de Soboley,

2p = C||VBS(we,n)(t,)]| ;0 = CPo(t,)lr < C(Ie ¥ pell2],

-p

IBS(we,n) (2, M
de sorte que

1BS(we,n) (. )| 1.0 = | BS(@e,n) (£,) || 1o + [ VBS(we,n) (£,) | g
< C(@llwllza + | VBS(we,n)(2,) ||L%

<C pour tout ¢ge€]2,+00]. (3.9)
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Enfin, on peut également obtenir une estimation de 0;BS(wg, ) de la fagon suivante.
On applique I'opérateur BS = V-A~! = K, * - aI’équation pour obtenir

atBS[wg’n] = _BS[BS[(Z)E,n] 'ng,n] = _Bs[diV(BS[d)E,n]wE,n)]. (3.10)
On assure ainsi grace al'estimation de Caldéron-Zygmund
10¢BS[we,nlll oo 1 < C[|VBS[BSl@e,nl @e,n] [l o019

< C(q) | BSI@e,n] Wen| oo
< C@ el i IBSIde )l gy ¥ q €12, +00l. @10

Passage alalimite On considere des suites (€;) jen €t (1) jen telles que
£;—0, nj— +oo quand j— +oo.

Grace au controle en norme LLP de wg,,n;, le théoreme de Banach-Alaoglu nous donne I'existence
de w € L®(R,; LP (R?)) tel que (a extraction d’une sous-suite pres)

we;n; —~ faible-*dans L°®R,;LP[R?), V pell,+oo]. (3.12)
Lopérateur BS étant un opérateur linéaire, et du fait de I'estimation (3.9), on en déduit que
BS[we,;n] — BSlw] faible-* dans L®R;W"IR?), ¥ qe]2,+ool. (3.13)

On utilise maintenant le contrdle de la dérivée en temps (3.11) pour conclure a la convergence forte
de BS[ng,nj] grace au lemme d’Aubin-Lions-Simon 2.20 (avec By = WIIO'Z(IRZ) cc By =B, = L?OC(IRZ)) :
pour tout 7' >0

BSlwe, n] — BSlw] dans €([0,TI;L] (R*), ¥ qel2,+ool. (3.14)

Enfin, avant de passer a la limite dans la formulation faible, on remarque que l'estimation (3.11)
donne
k+1
IBSlwen] = BSI@enllimio = sup |, " 110¢BS[we,n(t, )10 di
=0,..,.n Y,

C

< —
n

ce qui nous permet de conclure a la convergence forte de BS[@, ;] :
BSl@¢;n] — BSlwl in €0, T;L] (RY), Vgel2,+ool. (3.15)

On peut alors passer a la limite dans la formulation faible, pour tout ¢ € €° (R, x R?) :

fR fRZ [a)gj,nj Gt(p+w£j,njBS[(Z)gj_nj] -V</§]clxclt+f[R2 ng(x) $0,x)dx=0

— ff[w0t<p+wBS[w]-V¢]dxdt+f @°(x) $(0, X)dx = 0. (3.16)
R, JR?2 R2

Il reste & montrer que la limite w € L (R, ; L' (R%) N L®(R?)), i.e. w(t,-) € L' (R?).
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Lemme 3.4 (Variante du résultat de Dunford-Pettis). Soit (f;,) une suite bornée dans LY(RY), unifor-
mément intégrable c’est-a-dire

lim f falyf>ry dx=0  uniformémenten n,
R—+oo Jpd

Alors il existe une sous-suite, encore notée (fy,), et f € L' (R%), tels que

fRd fn gdx—»fRdfgdx pour tout g € L°(RY), g(x) — 0.

[x]—0

Nous commencons par montrer que la suite (ng) j est uniformément intégrable. On rappelle que
0? = J.° converge fortement vers w° dans L!(R?) et donc, pour tout € < &

lwlp <210l
Par ailleurs on peut montrer qu'il existe une fonction g € L' (R?) telle que
P < g,
et pour tout ) > 0, il existe £ tel que
f Iwg—woldxsn VY e<E.
R2

Ainsi, pour R > 0, et pour tout € < &

f |w2.|dxsf lw? | dx
0 ] J
|w£j|>R |gl>R

sf Iwoldx+f lw? —w®| dx
Igl>R Igl>R  ’

<{lgl > RN’z +1.

On observe maintenant qu'il existe Ry, tel que pour tout R > Ry,

|{|g|>R}|||a)0||Loo<17 etdonc f

Iw(g)jl dx <2n.
|w2j|>R

D’autre part, pour €; = £ fixé, il existe R,’7 tel que
f ) |dx<2n  VR>R].
|w2j|>R J
Ainsi, pour tout R > max(Ry, Ry) on a
f Iwg.ldeZn Vej.
|w2j|>R I

La suite (2 ); est donc uniformément intégrable, ce qui permet de conclure a I'uniforme intégrabi-
lité de la suite (w;,n;) j. En effet, par la méthode des caractéristiques, on a sur I'intervalle de temps
lk/n,(k+1)/n]

ij,nj(t) X) = (Dej,nj (a),
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ol a estla pied de la caractéristique au temps k/n et donc par changement de variable sous I'intégrale
(la divergence du champs de vitesse étant nulle)

f |w£j,nj(tyx)|dx:f |(D£j,nj(a)| da.
lwe : n: >R
i

|d)e]~,nj >R
Par récurrence sur k :

0
f lwe;,n; () x)|dx :f Ing(a)l da.
|ij,nj|>R |(1)2]|>R

Ceci acheve la preuve de I'existence d’'une solution faible w € L® (R, ; L' (R?) n L% (R?)).
3.1.2 Unicité

Preuve de 'unicité

Soient w;,w, € L®(Ry; L' N L%°(R?)) deux solutions faibles émanant de la méme donnée initiale
w®. On définit v; = BS[w;] les vitesses associées. Nous allons montrer que pour tout t =0ona | (v —
v2)(t,)l 2 =0.

On al’équation

0:vi+(v;-VIv;+Vp; =0, divy; =0

satisfaite au sens des distributions. Par le théoréme de Caldéron-Zygmund, on a Vv(¢) € L” (R?) pour
tout p €]1, +ool[. Par injection de Sobolev on en déduit pour p € ]1,2[ que :

vt
LZP

2p = CIV(t, )l = Cllo(t, )iy < C, (3.17)

de sorte que v(t,-) € whd(R?) pour tout g € 12, +oo et
10:vi (£, )2 < 1P - Vi) (8, )l 2 < (i - Vo) (8, )l 2 < v (8, ) IV (2, )l 2 < C.

On en déduitquedv:=v, -1, € Liploc(lRiJ,;L2 (R%)).
Pour presque tout ¢ on a alors

d
%Ilév(t,-)lliz = —ZfRZ[P’[(év-V)vl +(v2-V)ov]-Svdx

:—Zf [(6v-V)vy + (v2-V)Sv| - PSvdx
RZ

= —2[ [6v-V)v1 + (v2-V)6V]-Svdx,
R2
car divov = 0. En utilisant de nouveau I'égalité divv, =0 on a

d 9 1 )
EIMV(IT,-)IILZ :—2fR2 [(5V'V)V1'5U+§V2'v|5l/| |dx

:_2_[ bv-Vyvy-dvdx.
[RZ
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Nous en déduisons par une inégalité de Holder et I'estimation de Caldéron-Zygmund (avec on le
rappelle une constante C(p) = O(p) quand p — +00) que

d
%H(?U(t,-)lliz =2016v(t, 216 v (e, ) LallVor(E, )l Lp

= Cpldv(t, 216 v(E, Y pallvr (£, )l
———

<C par (3.17)
avec p > 2 et % + % = 3. On rappelle maintenant I'inégalité d’interpolation entre les espaces de Le-
besgue :
_ 1l a l1-a
Iflle < IFISLIFITEY  avec a€]o,1 tel que PR

c'est-a-direa=1- %. En majorant [|6v(t, )2 < llvy (8, )2 + [lv2(t, )|l ;2 < C, nous obtenons alors

d 2 l+a 2 3¢ 2 \1-2
T 16015 < CpIdv(n % = Cp(I6v(t,Ilz) * = Cp(I8v(tIl) 7.

Ainsi, comme 6v(0,-) =0, )
18v(, )%, < (2CH)2.

Pourvuque t< T = (2C)71, en faisant tendre p — +o0o, on en déduit que

I6v(L, )12, =0,

et donc l'unicité sur le petit intervalle de temps [0, 71]. On peut répéter I’argument sur l'intervalle de
temps [T7,2T;] et ainsi de suite. D’ol1 'unicité globale.
Vitesse et caractéristiques

Proposition 3.5. Soitw € L™ (Ry; L' N L°(R?)) la solution de la formulation vorticité-courant. Alors la
vitesse v = BS|w] est bornée et log-lipschitzienne, c'est-a-dire que pour tous x, y € R?

1
-yl=5 = lv(t,x) - v(t,y)| < Clx— yl|loglx—yl|,

ot C est une constante positive qui ne dépend que de lwO || et | zo0.
De plus les caractéristiques sont globales en temps et uniques.

Nous prouvons cette proposition dans la sous-section suivante, nous avons besoin au préalable
de donner des généralisations du lemme de Gronwall et du théoréeme de Cauchy-Lipschitz.

Lemme d’Osgood et probleme de Cauchy

Lemme 3.6 (Lemme d’Osgood). Soit f : R, — Ry continue positive et vérifiant l'inégalité

t
f SA+f 0(f(s) ds,
0

ot A> 0, 0 est une fonction croissante, positive tendant vers 0 en 0 et satisfaisant 'hypothése

U |
—— dz = +oo0.
fog(z)zm
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Alors
O(f(1))<6(A) +t, YVit=0,

@()—fzidu 00)=-
z) = T = —o0.

Démonstration. On introduit la fonction h € €1, a valeurs strictement positives

t
h(p) := A+f a(f(s)) ds,
0

qui satisfait donc

0/, f<h
h'(1)=0(f (1) L h' (1) <0(h(D)).

On a a présent
0
<
0(h(1)

’

d / ! —
E@(h(t)) =0'(h(1).h (1) =

et ainsi par intégration entre O et ¢ :
O(h(1) <=B(A) +t.

35

(3.18)

0 étant une fonction a valeurs positives, ® est une fonction croissante et on conclut a I'inégalité vou-

lue :
O(f(1))<6(A) +1, Vit=0.

Corollaire 3.7. Sous les hypotheses du lemme précédent, en supposant cette fois que A = 0, alors f est

nulle sur [0, +ool.

Démonstration. On prend A =7 > 0 et on fait tendre 7 vers 0, on a alors ©(n) + t — —oo pour tout

t = 0. Nécessairement f(¢) = 0 car sinon O(f(#)) aurait une valeur finie.

Proposition 3.8. Soit f :R? — R? une fonction telle que

lf(t,x)— f(t, )< Cullx—yb,

ol | est une fonction continue, positive, croissante. On suppose de plus que

Alors, pour tout yy € R?, il existe une unique solution globale au probleme de Cauchy

Y1) = fly(1),
y(0) = yo.

O

Démonstration.  — existence assurée par la continuité de f via le théoréme de Cauchy-Peano.
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— pour montrer l'unicité locale, on considere deux solutions y; > définies sur un intervalle com-
mun J. On a pour tout f € J

t

t
|y1(t)—y2(t)|sf0 |f(y1(s))—f(yz(s))|dssfo p(1y1(8) = y2(s)1) ds.

Le lemme d’Osgood nous assure alors que y; = y» sur l'intervalle J car u est bien une fonction
positive, croissante satisfaisant la condition de dégénerescence en 0.

— caractere global en temps : comme f est uniformément continue, il existe dy tel que pu(dg) < 1.

Soient x, y € R4, on introduit N € N tel que N = L|x6—0y| |. On a alors

N
y—x y—x
_ < +hk6LT— |- +(k+1)0——
|f(x) = fp kzzof(x |y_x|) f(x ( )Iy—xl)‘
N
<> u®
k=0
sN+ls|x_y|+1,
et donc pour y=0
| x|

|f(x)] = F+1+|f(0)|’

ce qui signifie que f est sous-linéaire. On peut alors utiliser le lemme standard de Gronwall
dans I'inégalité

t
|y’(t)|5¥+l+|f(0)l
0

pour conclure qu’il ne peut pas se produire d’explosion en temps fini.

Preuve de la Proposition 3.5. Pour montrer le résultat il nous faut obtenir I'existence et 'unicité d’'une
vitesse log-lipschitz, le résultat sur les caractéristiques découlant alors directement de la Proposi-
tion 3.8 appliquée a la fonction u(z) = z|In z|.

D’apres la loi de Biot-Savart, on a pour tout x, y € R?, avec § := |x— y| < 1/2:

v(t,x)—v(t,y) :fRZ (Ko(x—2) - Kz (y—2))w(t, 2) dz
:f[Rz (K2(x—2) — K2 (y — 2))w(t, 2)1{jx—z152) dz
+f[RZ (Kg(x— ) —Kz(y—Z))w(t, 2)Li25<|x—z|<2} dz

+ f[Rz (Ko(x—2) — Kz (y — 2)) (1, 2) L x—z1<26) Az
=L+ DL+
On remarque tout d’abord que

|x—yl

Ky(x—2) - Ka(y-2)| = :
|K2(x —2) = Ka(y - 2)| 2lx—zlly -2
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Pour I}, on integre sur un domaine ou la quantité ci-dessus est bien contrélée car |x—z| > 2, et d’apres
I'hypothese sur 6 : |y — z| > 3/2. Ainsi

1
L| = —|x-y|lw(t,- ,
|11 6HI Yo,
et comme on suppose 6 := |x — y| < 1/2, on peut majorer grossierement par
Il < Cllw(t,)lIp) |x =yl |loglx—yl|.

Pour I, nous avons 6 < |z—y|<3/2 et

dz
|| < Cllw(t, ) |l1o0 e
26<|x—zl<2 | X — 2|y — z|
dz
< Cllw(t,")|l1=0
26<|x—zl<2 | X — z|(|x — 2| — )

22ndr
s5Tr—0

< cnw(r,-)npoafz

< Clo(t, )16 [log(2 - 6) - logd|
< Cllw(t, ")l ;=6 110g8| = Cllwllz~|x — y||log|x - yl|

Enfin pour I3, on est dans la région ol1 |x — z| < 26 et |y — z| < 36. On majore alors I'intégrande comme
suit

1 1 1
|K2(X—Z)—K2(y—z)|5|K2(X,y)|+|K2(y,Z)|S—( + ),
2\|x—-z| |y—-=z

et

1
5] < Cllao(t, ) 1o f dz+f dz)
lx—z]<28 | X — Z| |x—2z|<26 |J/_Z|

1 1
< Cllw(t, )|z f dz+f dz)
|x—z|<286 |x — z| ly—z|<36 |y_Z|

26 36
< Cllw(t,) |1 f 2ndr+f anr)
0 0

< Cllw(t,) 126 = Clwl zelx = yI.

En combinant ces trois estimations, on obtient le résultat voulu :

lv(t,x) - v(t, )| < Cllw(t, ) 1 + o, ) =) lx — yl|loglx — y|
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3.2 Solutions de Leray pour les équations de Navier-Stokes

On rappelle les équations de Navier-Stokes définies pour une viscosité v > 0

0;v+(w-VYv+Vp—-vAv =0,
! (v-Vjv+Vp V>0 xeRY d=2o0u3, (3.19)
divv =0,
muni de la condition initiale
V=g = V°. (3.20)

3.2.1 Définition des solutions faibles de Leray et résultat principal

Definition 3.9 (Solutions faibles de Leray). On dit que v est une solution faible de Leray des équations
de Navier-Stokes (3.19)-(3.20) si pour tout T > 0 les conditions suivantes sont satisfaites :

1. v satisfait la régularité suivante
ve L®([0, T L*®RD) n L*(0, T; H' RY); (3.21)
2. la condition d’incompressibilité est satisfaite au sens des distributions

fdv-ng dx=0, V¢peB R;R); (3.22)
R

3. l'équation de quantité de mouvement est satisfaite au sens des distributions : pour toute fonction
test p € €°([0, T[xR3;R3) telle que divg =0

T
f f [v-atcp— v-(Vo.v) —VU-A(p]dxd[—f 0 -(0,)dx =0; (3.23)
0 JRrd Rd
4. pour tout t € [0, T], l'inégalité d’énergie est satisfaite

t
lv(t, )72 +2v fo IVu(z,)7.ds < 10017, (3.24)

Théoréme 3.10 (Leray, 1934). Soit 1° € L?>(R?) a divergence nulle. Alors
— il existe une solution faible de Leray aux équations de Navier-Stokes (3.19)-(3.20) ;

— sid =2, cette solution est unique.

3.2.2 Existence d’'une solution de Leray, d =2 ou 3

Probléme approché On suit 'approche originelle de Leray et on introduit le probleme approché
suivant
atve + (]gv,s 'V)Vg +VP3 —VAUE =0,

divv, =0, (3.25)
(U£)|t=0 = ]sUO;

ol (J¢) est une famille d'opérateurs régularisants comme introduit au chapitre précédent.
Comme précédemment, on applique le projecteur de Leray pour éliminer la pression

{6IU5+P(]5U5'V)V8_VAUE:0’ (3.26)

(Ve)|r=0 = Je V°.
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Proposition 3.11. Soit e > 0, il existe une unique solution v, du probléme (3.26).

Idée de la preuve. On montre qu'’il existe un temps 7T tel que '’application

t
v(t) — e (V) (1) := "2 e 1° —f e""IAPdiv(J v(s) ® v(s))ds,
0

admet un unique point fixe dans I'espace de Banach
X1, := L®(0, T; Byo 211 0°11 12)).

On prolonge ensuite la solution v, sur I'intervalle de temps R, tout entier en utilisant le controle de
I'énergie

t
sup [|ve(s, )15, +2v f IVve(s, 9172 = 102172 < CIV° 17, (3.27)
s€[0,] 0
L]
Estimations uniformes
Proposition 3.12 (Bornes).  — Pour tout T > 0, la suite (v;), est bornée dans L*°(0, T; L2RY) N

L%(0, T; H' (RY)) ;

— Pour tout T > 0, la suite (0;v,), est bornée dans L% 0, T; H ' ([RY)).

Démonstration.  — Par'estimation d’énergie (3.27) on a le controle uniforme de (v;) dans
L0, T; L2(RY) N L2(0, T; H' (RY)).

— Pour estimer 0, v, on utilise I'équation (3.26)
<0Ve(t,), 9 >p-1 pp = —vdevE(t, ) :V(pdx+fd]£ ve(t,)) - (VP@.ve(t,-) dx.
R R
pour obtenir

| <0uve(t,), 0> g1 g | S VIVU(E, ) 2 IVl 2 + [ Vel 2, [Vl 2.

Onrappelle 'inégalité de Ladyzhenskaya (2.5) (qui est un cas particulier de I'inégalité de Gagliardo-
Niremberg)

1-4 da
lvliza < Cllvll, * VYl . (3.28)

Ainsi

o_d d
10:ve (£, -1 < VIVEe(t, )l 2 + 1ve (6,1, 2 IV Vet )l -
—_—— »

2 g
€Ly ethl/d
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Passage alalimite. D’apres les estimations uniformes ci-dessus, et le lemme d’Aubin-Lions-Simon,
on en déduit qu'’il existe qu’il existe une sous-suite encore notée (v,) et une limite v € €([0, T1; Lfoc RN

L2(0, T; H (RY)) tels que

Ve — U faible-* dans L™ (0, T; L? (Rd)), (3.29)
Vv, — Vv faiblement dans L?((0, T) x IRZd), (3.30)
Ve — U fortement dans LZ((O, T) x [de). (3.31)

Par ailleurs, on peut appliquer le Lemme 2.23 aux espaces X = L?(K), Y = H~!(K) pour déduire que

ve<€o,T; L% , (RY). (3.32)

w,loc

On passe alors facilement a la limite dans la formulation faible. En effet, on a pour toute fonction
test @ € €2°([0, T[xR3;R3) telle que divg =0

T T
f f vg-at(pdxdt—>f f V-0 dxdt,
0 JR4 =0 Jo Jprd

T T
vf f vg-Agodxdt—»vf f v-Ap dxdt,
0 Jrd e~0  Jo Jrd

f ]gvo-w(O,-)dx—>f v (0,-)dx,
R4 e—0 R4

puis, grace a la convergence force de v, (et donc de J.v,) dans L2((0, T) x R%)

T T
f f (]£v5~V)vg-<pdxdt:—f f Jeve- (V. ve) dxdt
0 Jrd 0 Jrd

T T
— —f f v-(Vo.v) dxdt:f f (v-Vv-@dxdt.
£e—0 o Jrd 0 Jrd

En ce qui concerne l'inégalité d’énergie, on utilise la convergence faible (3.30) pour avoir (cf
lemme semi-continuité inférieure de la norme)

t t
2 oo 2
f IVu(s,)ljds < hnynff IVVe(s, )52 ds. (3.33)
0 0
Pour le terme associé a I'énergie cinétique nous ne pouvons pas conclure directement car la conver-

gence de v, a lieu dans L%Li (et pas dans €6([0, T]; L2(R%)). On introduit donc une fonction test a =
a(t) € 6(]0, T) de sorte que par les convergences faibles de a v, aVv, on a

T T ¢
f f Ia(t)lzlv(t,x)lzdxdt+2uf la(6)]? (f f IVv(s,x)Izdxds)dt
0 Jrd 0 0 Jrd

T T ¢
f f |a(t)|2|vg(t,x)lzdxdt+2uf la(6)]? (f f Iva(s,x)Izdxds)dt]
0 Jrd 0 0 JRrd

T T
- [ [ @t dxde< 102, [ e
0 JR4 0

<liminf
e—0*

Soient fp € 10, T[, n > 0 fixés, 0 € €:.°([0, T]) telle que fOT 10(5)|2dt=1.0n pose

alt) = L e(ﬂ).
n

1/2
’I’]/
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Soit f une fonction intégrable sur |0, T'[, on rappelle que f; € ]0, T[ est un point de Lebesgue de f si

sup flf(t) f(to)ldtﬁo

w€7/,7(t0) |(1)|

ou 7, (o) désigne 'ensemble des voisinages de #p de mesure plus petite que 7).
Avec cette fonction test « et en faisant tendre 7 — 0" dans I'inégalité précédente, on obtient

. 1 ,(t—t 5 fo 2 0,2
iimsup [ 20 ( )Ilv(t,-)lledHZufO 1905, )12, ds < 10012,

n—07"
Ainsi, pour #, un point de Lebesgue de la fonction ¢ — || v(t,-) IIi2 ona
2 0 2 042
IIU(to,')IIdel‘+2Nf IVv(s,INT.ds < V7172
0
On étend le résultat a tout point f; € [0, T'] en choisissant une suite ¢, de points de Lebesgue de ¢ —

lv(t,-) |I%2 qui converge vers £y (I'ensemble des points de Lebesgue d'une fonction intégrable sur |0, T'[,
est dense dans [0, T']), ainsi

In) In
||v(ro,->||iz+2vf IVu(t, )7, ds < liminf ||v(rn,-)||iz+2vf IVu(t,)5ds| < 10017, (3.34)
0 0

On vérifie enfin que la donnée initiale est atteinte dans L2. En effet comme v € €([0, T1; L v, loc (R4))

on a d'une part || | 12 < liminf,_ o+ [|v(¢,-) ;2. D’autre part, I'inégalité d’énergie précédemment dé-
montrée nous donne limsup,_ o+ [v(Z, )2 < |l 0 | ;2. Ainsi on ala convergence en norme ||v(z,)[ ;2 —
| v° ;2 et par la continuité faible en temps on conclut que ||v(z,-) — 0 ;2 — 0quand t — 0.

Commentaires D’autres constructions sont possibles, notamment dans le cas d’'un domaine borné
— approximation de Faedo-Galerkin

— approximation schéma d’Euler

3.2.3 Unicité de la solution de Leray pour d = 2 - Ladyzhenskaya

Soient v!, v? deux solutions de Leray émanant de la méme donnée initiale v°. On note v := v! —
v2.0na
8,6v-vASv+ (v -V)dv+ (Sv-V)v* +V(p' - p? =0, avec (0v)=0=0.

Onadve L0, T; H (RY) avec divé v = 0, ainsi en prenant le produit scalaire dans L?(R%) avec §v on
a pour presque tout ¢

L S0t 912, + VIS Ut 12, = VS Ut 218 v(t, Il 1025,

2 dl’ ’ 12 ) 12 — ) 12 ) 14 ’ 14

< IV8v(t, )32 16v (5, )52 102 (5 ) 2 IV VP (5, ) 15,

grace al'inégalité de Ladyzhenskaya avec d = 2. Par une inégalité de Young on a alors

1d v
PP TLAL SIS +v||vav(t,-)||izsEnv(sv(t,-)nig+Cvnav(t,-)nizuvz(r,-)||iz||w2(t,-)||§2
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On absorbe le premier terme du membre de droite dans le membre de gauche,
1 2 V(! 2 2 5.2 2 2 2
5 ”6U(t) ) ”L2 + E 0 ||V5U(S, ) ”LZdS = CV||6U(t) ) ”LZ ” v (t) ) ||L2 ”VU (tr ) ”LZ’
et on finit en utilisant I'inégalité de Gronwall et I'inégalité d’énergie satisfaite par v :

t
160z, )13, < 160(0,)17, eXp(Cv fo 102 (s, )12, ||vU2(s,-)||i2ds)

2 2,2 2,2
= 160(0, )12 exp(Cy 102 2 190203 )
2 4
< [6v(0,)1%, exp(Cy 11°1172) = 0.
Commentaires dans le cas d =3 non-unicité en présence d'une force extérieure résultat d’Albrit-

ton, Brué, Colombo 2022 on renvoie a un article de vulgarisation sur Quanta Magazine, et au sémi-
naire Bourbaki d’A.-L. Dalibard (juin 2023).


https://www.quantamagazine.org/mathematicians-coax-fluid-equations-into-nonphysical-solutions-20220502/
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